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Resumen. 
Este trabajo presenta una solución numérica vía método de elementos de contorno de un problema antiplano 
elastodinámico o acústico. El método permite analizar el esparcimiento de ondas elásticas a través de un material 
isótropo que contiene cavidades o inclusiones que modifican sus propiedades efectivas. Se interpreta a tales 
materiales como metamateriales. Los ejemplos numéricos presentados confirman la idea que es posible la fabricación 
de metamateriales que puedan reducir o amplificar la amplitud de las ondas. Esto se logra posicionando 
adecuadamente las cavidades o inclusiones, así como escogiendo adecuadamente sus propiedades materiales. 

Palabras clave: Esparcimiento de ondas; acústica armónica temporal; elastodinámica antiplana; metamateriales 
acústicos 

Abstract. 
This work presents a numerical solution via boundary element method for a elastodynamic antiplane or acoustic 
problem. The method allows analyzing the scattering of  elastic waves through an isotropic material presenting 
cavities or inclusions that affect its effective properties. Such materials are interpreted as being metamaterials. The 
numerical examples presented confirm the idea that it is possible to fabricate metamaterials that can reduce or 
amplify the amplitude of  waves. This is achieved locating adequately the cavities or inclusions, as well as choosing  
adequately its material properties. 

Keywords: Wave scattering; time-harmonic acoustics; antiplane elastodynamics; acoustic metamaterials 

Resumo. 
Este trabalho apresenta uma solução numérica via método de elementos de contorno de um problema antiplano 
elastodinâmico e acústico. O método permite a análise do espalhamento de ondas elásticas em um material 
isotrópico contendo cavidades ou inclusões que modificam suas propriedades efetivas. Esses materiais são 
interpretados como metamateriais. Os exemplos numéricos apresentados confirmam a ideia de que é possível 
fabricar metamateriais que podem reduzir ou amplificar a amplitude das ondas. Isso é obtido com o posicionamento 
adequado das cavidades ou inclusões, além de escolher adequadamente suas propriedades materiais. 

Palavras-chave: Espalhamento de ondas; acústica de tempo-harmônico; elastodinâmica  antiplana, metamateriais 
acústicos 
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1. INTRODUCCIÓN 

 
El esparcimiento de ondas en medios físicos es 
sumamente relevante en diversos problemas de la 
física y de la ingeniería. Por ejemplo, la reducción de 
ruido ha sido siempre una gran preocupación en la 
industria, donde el daño auditivo y el estrés mental que 
genera son temas críticos [1,2,3]. 
Otros ejemplos son el diagnóstico por ultrasonido en 
medicina [4], el control activo y pasivo del ruido y 
vibraciones en arquitectura [5]. Existen muchos 
problemas prácticos de la ingeniería estructural, como 
son la determinación de propiedades dinámicas de 
materiales compuestos, la concentración de tensiones, 
los ensayos no destructivos de materiales, la 
interacción fluido estructura y suelo estructura, que 
pueden ser analizados en el contexto de la propagación 
y el esparcimiento de ondas en medios sólidos y fluidos 
[6,7]. 
Para abordar el problema de la atenuación del ruido es 
común la utilización de diferentes tipos de materiales 
como son, por ejemplo, los materiales porosos. Sin 
embargo, los materiales porosos estándares usados 
para estos fines presentan un rendimiento acústico 
muy deficiente a bajas frecuencias, y su absorción 
acústica alcanza un límite cuando el espesor del 
material es igual a la profundidad de penetración 
acústica [8]. El concepto de doble porosidad [9] y la 
forma de cuña muestran que es posible mejorar la 
absorción acústica elementos constituidos por 
materiales porosos [10]. También se han propuesto 
diseños de materiales porosos conteniendo 
macrovacíos o perforados con agujeros de radios 
gradualmente variables y periódicos [8]. Este nuevo 
material diseñado puede mejorar la absorción acústica 
en una amplia banda de frecuencias en comparación 
con los materiales porosos convencionales. 
Varios esquemas numéricos se han desarrollado 
durante las últimas décadas para resolver problemas de 
propagación de ondas. Las formulaciones que usan el 
Método de Elementos de Contorno (BEM, Boundary 
Element Method) han demostrado ser muy útiles en el 
análisis de problemas de acústica armónica temporal y 
de elastodinámica [11-16]. El BEM es un método 
numérico que se clasifica dentro de los métodos de 
ecuaciones integrales [17,18,19], que en este tipo de 
problemas es generalmente mucho más eficiente que 
los métodos de discretización de dominio como el 
método de elementos finitos [20]. La eficiencia del 
BEM se debe, fundamentalmente, a que solo se 
discretiza el contorno del problema estudiado. El 
beneficio numérico viene dado por la reducción 
importante del número de variables del problema 
discreto, permitiendo así una reducción importante del 
costo computacional [21]. 

En este trabajo se usa el BEM para estudiar 
numéricamente el problema del esparcimiento de 
ondas elásticas producido por inclusiones en un sólido 
bidimensional. Se sigue una metodología de análisis 
que es aplicable en varias áreas, debido a la similitud de 
la formulación matemática a resolver, por ejemplo: 
ondas electromagnéticas, acústicas, elásticas, sísmicas, 
sónicas en cristales, entre otras. En base a la referencia 
[8] se generan ejemplos para estudiar la influencia de 
la geometría y las propiedades de los materiales de una 
distribución de cavidades o inclusiones en la respuesta 
de un campo de ondas incidente. Los diseños 
analizados en este trabajo confirman la posibilidad de 
fabricación de metamateriales acústicos que, 
personalizados a voluntad, pueden reducir o amplificar 
la amplitud de las ondas acústicas mediante una 
adecuada distribución de las cavidades o inclusiones, 
así como la manipulación de las propiedades materiales 
de las mismas. 

 

2. METAMATERIAL ACÚSTICO 

 
La investigación en metamateriales ha crecido 
rápidamente en los últimos diez años motivada por sus 
numerosas aplicaciones. A pesar no existir consenso 
en su definición, la palabra metamaterial se utiliza 
habitualmente para designar aquellos materiales que 
son diseñados para tener propiedades diferentes a las 
de los materiales convencionales. En otras palabras, los 
metamateriales son nuevos tipos de materiales 
específicamente diseñados y fabricados para realizar 
tareas que no se pueden lograr con materiales 
naturales. Suelen estar formados por pequeños 
componentes diseñados y dispuestos en una 
configuración ordenada que es determinada 
específicamente para la función prevista. Por esta 
razón, las propiedades de un metamaterial son 
logradas diseñando la estructura física geométrica, y no 
mediante modificaciones de su composición química. 
En problemas de ondas, por ejemplo, los 
metamateriales se obtienen diseñando 
microestructuras que resuenan a frecuencias 
específicas (sean ondas acústicas, mecánicas, 
electromagnéticas, sísmicas, o vibraciones mecánicas, 
entre otras). Si hablamos en términos específicos de 
fenómenos acústicos, entonces esas microestructuras 
son formadas por componentes que se repiten y que 
son habitualmente menores o mucho menores que la 
longitud de las ondas acústicas que se propagan en el 
medio. De esta manera, los metamateriales acústicos 
pueden ser usados por ejemplo para atenuar el sonido 
en ciertos rangos de frecuencias [22]. 
En este trabajo se estudia un metamaterial logrado 
colocando en una cierta matriz incrustaciones de otro 
material formando un patrón periódico, como 
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presentado en [8]. En el caso habitual la 
microestructura consiste en un patrón periódico de 
inclusiones en el material base, en este trabajo se 
sustituyen esas inclusiones por un material de 
propiedades diferentes, lo cual enriquece las 
posibilidades de diseño, puesto que las propiedades del 
material insertado también pueden ser escogidas. 
 
3. PROBLEMA DIRECTO DE 
ESPARCIMIENTO DE ONDAS 

 
Suponemos que existe un campo incidente de ondas 
acústicas emitidas desde una fuente lejana hacia una 
inclusión más o menos penetrable, denominado 
esparcidor (scatterer). Cuando las ondas interactúan con 
la inclusión, se generan ondas que componen un 
campo emergente de ondas esparcidas (scattered waves). 
A este proceso se le denomina esparcimiento 
(scattering). Se denomina problema directo (forward 
problem) al problema de determinar el campo de ondas 
esparcidas conociendo la geometría, la propiedad de la 
inclusión y la fuente de ondas incidentes. Se denomina 
problema inverso (inverse problem) al problema de 
obtener información sobre la inclusión (sea su forma, 
sus propiedades, u otra característica) o sobre la fuente 
a partir de medidas del campo de ondas esparcidas 
[23,24]. En la Figura 1 se observa una representación 
del problema bidimensional de esparcimiento de 
ondas elásticas debido a una inclusión Ω incrustada en 
una matriz infinita. 

 

 
 

Figura 1: Problema 2D de esparcimiento de ondas elásticas 
por una inclusión. 

 
Se consideran los desplazamientos uinc de una onda 
incidente que se desplaza en el plano (x1,x2) a través de 
un medio con propiedades mecánicas µe y ρe 
(propiedades del medio exterior), en el que se 
encuentra una inclusión Ω de contorno ∂Ω con 
propiedades mecánicas µi y ρi (propiedades del medio 
interior). En la figura anterior, u representa al vector 
desplazamiento transversal en el dominio de la 
frecuencia, el cual es dado por u=u(x1,x2)e3 (se asume 

que la onda es polarizada en la dirección 𝑥3) y 

corresponde a los desplazamientos totales, es decir, la 
suma de la onda incidente y la esparcida que se genera 
al chocar la onda incidente en Ω. Las propiedades µ y 
ρ se refieren al módulo elástico de cizallamiento y la 
densidad de masa, respectivamente. Las 
correspondientes velocidades de fase c de las ondas 
son ce

2=µe/ρe y ci
2=µi/ρi. Si la frecuencia angular de la 

onda incidente es ω, entonces los números de onda son 
ke

2=ω2ρe/µe y ki
2=ω2ρi/µi, siendo las longitudes de onda 

λe=2π/ke y λi=2π/ki en cada medio. Tanto el material 
del interior del dominio Ω como del exterior se 
consideran uniformes e isótropos. 
Los desplazamientos u satisfacen la ecuación siguiente: 

𝛻 ⋅ (𝜇𝛻𝑢) + 𝜌𝜔2𝑢 + 𝑓𝑖𝑛𝑐 = 0,   (1) 

así como la condición de radiación de Sommerfeld en 
todas las direcciones: 

lim
𝑟→∞

𝑟1 2⁄ [𝜕𝑟(𝑢 − 𝑢𝑖𝑛𝑐) − 𝑖𝑘𝑒(𝑢 − 𝑢𝑖𝑛𝑐)] = 0.  (2) 

El término f inc de la ecuación (1) es la fuente de la onda 
incidente. La onda incidente  uinc (solución del 
problema en el medio homogéneo) es el 
desplazamiento conocido, que satisface la ecuación de 
campo: 

𝛻 ⋅ (𝜇𝑒𝛻𝑢
𝑖𝑛𝑐) + 𝜌𝑒𝜔

2𝑢𝑖𝑛𝑐 + 𝑓𝑖𝑛𝑐 = 0.  (3) 

Se asume que uinc es conocida, mientras que las 
ecuaciones (1) y (2) deben ser resueltas utilizando un 
método numérico como el BEM [24]. Para ciertas 
propiedades materiales este problema está bien 
planteado y admite una solución única [25]. 

 

4. FORMULACIÓN DEL BEM 

 

El método Galerkin BEM [24] consiste en hallar 

ui=u|∂Ω y ϕe=∂n(u−uinc)|∂Ω, tal que: 

⟨(𝑊𝑖 +𝑊𝑒)𝑢𝑖 + (𝑀𝑖 +𝑀𝑒)𝜙𝑒 , 𝜈⟩ =

⟨𝑊𝑒𝑢
𝑖𝑛𝑐 − (𝑀𝑖 −

1

2
𝛪)𝜙𝑖𝑛𝑐, 𝜈⟩; ∀𝜈 ∈ 𝐻1 2⁄ (𝜕𝛺),

 (4) 

⟨(𝐾𝑖 + 𝐾𝑒)𝑢𝑖 − (𝑉𝑖 + 𝑉𝑒)𝜙𝑒 , 𝜑⟩ =

⟨(𝐾𝑒 −
1

2
𝐼)𝑢𝑖𝑛𝑐 + 𝑉𝑖𝜙

𝑖𝑛𝑐 , 𝜑⟩; ∀𝜑 ∈ 𝐻1 2⁄ (𝜕𝛺),
 (5) 

donde ⟨𝑔, 𝜈⟩ = ∫𝜕𝛺 𝑔𝜈̅𝑑𝑠 y los operadores del 

contorno son dados por: 

𝑉𝑎𝜙(𝑥) = ∫𝜕𝛺 𝐺𝑎(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝑠,  (6) 

𝐾𝑎𝑢(𝑥) = ∫𝜕𝛺 𝜇𝑎𝜕𝑛𝑦𝐺𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦)𝑑𝑠, (7) 

𝑀𝑎𝜙(𝑥) = ∫𝜕𝛺 𝜇𝑎𝜕𝑛𝑥𝐺𝑎(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝑠, (8) 

𝑊𝑎𝑢(𝑥) = −∫𝜕𝛺 𝜇𝑎
2𝜕𝑛𝑥𝜕𝑛𝑦𝐺𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦)𝑑𝑠. (9) 

En estas expresiones el subíndice “a” corresponde a 
“i” o “e” según se trabaje con el medio interior o el 
exterior, respectivamente. La función Ga es la solución 
fundamental dada por: 

𝐺𝑎(𝑥, 𝑦) =
𝑖

4𝜇𝑎
𝐻0
(1)
(𝑘𝑎|𝑥 − 𝑦|),  (10) 
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donde H0
(1) es la función de Hankel de primer tipo y 

orden cero. Discretizando el contorno ∂Ω se obtiene 
la solución numérica de esparcimiento en términos del 

desplazamiento ui y la derivada normal ϕe. 
 

5. EJEMPLOS NUMÉRICOS 

 
En esta sección se presentan siete ejemplos numéricos 
de esparcimiento de ondas en metamateriales 
acústicos. Se considera el problema simple 
bidimensional de una inclusión circular Ω de radio r 
centrada en el origen del sistema de coordenadas con 
propiedades materiales constantes µi y ρi. El medio 
circundante posee propiedades µe y ρe. Se consideró 
una onda plana incidente de amplitud u0 igual a la 
unidad. 
En todos los ejemplos la inclusión fue discretizada en 
512 elementos de contorno lineales. Los resultados se 
presentan sobre un medio exterior circundante de 
dimensiones 6 cm x 6 cm. Para todos los ejemplos se 
presentan resultados en un punto A de coordenadas 
(0, 2.44) localizado en el medio exterior a la inclusión 
circular. Se estudió el efecto producido al mudar el 
tamaño de las inclusiones, su cantidad y distribución, 
así como sus propiedades. 

5.1 Estructura 1 
En este caso la estructura es formada por una inclusión 
con radio de dimensiones comparables con la longitud 
de onda del medio exterior tal que 2r=λe. El medio 
exterior tiene las propiedades: ce=1706.6 m/s, 
ρe=1240.0 kg/m3 y µe=3.6115 GPa. Para el medio 
interior las propiedades son: ci=2ce, ρi=2ρe y µi=8µe. En 
la Figura 2 se observa el resultado obtenido para el 
campo de la onda debido a una sola inclusión. Se 
obtuvo el valor |u|/u0=0.266 en el punto A. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2: Problema de una inclusión de radio 2r=λe. 
 
En esta figura se observa claramente la sombra 
acústica provocada por la inclusión cuando posee 
dimensiones comparables con la longitud de la onda. 

5.2 Estructura 2 
En este caso la estructura es formada por 9 inclusiones 
con radio de dimensiones 2r=λe. Las propiedades del 

medio exterior e interior a las inclusiones se 
mantienen. En la Figura 3 se observa el resultado 
obtenido para el campo de la onda debido a las 9 
inclusiones. Se obtuvo el valor |u|/u0=0.652 en el 
punto A. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3: Problema de 9 inclusiones de radio 2r=λe. 

 
En la figura anterior también se observa de forma clara 
la sombra acústica provocada, la cual se distribuye en 
un área mayor. Sin embargo, la amplitud medida en el 
mismo punto A del ejemplo 1 es mayor. Podemos 
decir entonces que esta configuración de inclusiones 
es ineficaz si lo que se busca es reducir la amplitud de 
la onda en el punto A. 

5.3 Estructura 3 
En este caso la estructura es formada por 13 
inclusiones en total: 9 inclusiones con radio de 
dimensiones 2r=λe y otras 4 inclusiones con la mitad 
de ese radio. Las propiedades del medio exterior e 
interior a las inclusiones se mantienen. En la Figura 4 
se observa el resultado obtenido para el campo de la 
onda debido a las 13 inclusiones. Se obtuvo el valor 
|u|/u0=0.395 en el punto A. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4: Problema de 13 inclusiones de radios diferentes. 

Radio mayor 2r=λe. 
 
En la figura anterior también se observa que la sombra 
acústica está más distribuida y más atenuada en 
relación al ejemplo anterior. Es posible observar cómo 
la amplitud de los desplazamientos es importante en 
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las proximidades de las inclusiones de radio menor. En 
este ejemplo, la amplitud de los desplazamientos en el 
punto A presentó una disminución importante con 
respecto al ejemplo anterior. 

5.4 Estructura 4 
En este caso la estructura es formada por una inclusión 
con radio la mitad que el radio de los ejemplos previos, 
o sea, r=λe. Se trabaja con los mismos valores de 
propiedades del medio exterior e interior. En la Figura 
5 se observa el resultado obtenido para el campo de 
ondas debido a la inclusión. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5: Problema de una inclusión de radio r=λe. 

 
Se obtuvo un valor absoluto de desplazamiento 
|u|/u0=0.664 en el punto A. Sin embargo, esta 
amplitud resultó ser mayor que la amplitud atenuada 
en el ejemplo 1. 

5.5 Estructura 5 
En este caso la estructura es formada por 9 inclusiones 
con radio de dimensiones r=λe. Las propiedades del 
medio exterior e interior a las inclusiones se 
mantienen. En la Figura 6 se observa el resultado 
obtenido para el campo de la onda debido a las 9 
inclusiones. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 6: Problema de 9 inclusiones de radio 
r=λe. 

 
Se obtuvo un valor |u|/u0=0.189 en el punto A. La 
sombra acústica es extendida en un área mayor que el 
área del ejemplo 4. La amplitud medida para los 

desplazamientos en el mismo punto A es 
sensiblemente menor que la misma configuración del 
ejemplo 2. 

5.6 Estructura 6 
En este caso la estructura es formada por 13 
inclusiones en total: 9 inclusiones con radio de 
dimensiones r=λe y otras 4 inclusiones con la mitad de 
ese radio. Las propiedades del medio exterior e interior 
a las inclusiones se mantienen. En la Figura 7 se 
observa el resultado obtenido para el campo de la onda 
debido a las 13 inclusiones. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 7: Problema de 13 inclusiones de radios diferentes. 

Radio mayor r=λe. 
 
Se obtuvo un valor |u|/u0=0.686 en el punto A. En la 
figura anterior se observa la sombra acústica 
provocada que se comporta similar al ejemplo 5 
anterior. En esta situación de este ejemplo 6 las 
inclusiones de radios menores parecen no aportar 
mucho para la atenuación de los desplazamientos en A 
como ocurrió de forma efectiva en el ejemplo 3. Este 
resultado indica que, para atenuar la amplitud acústica 
en este tipo de superficie diseñada, no solo existe un 
compromiso entre las dimensiones de las inclusiones, 
sino que también es importante la posición y 
distribución que ocupan. 

5.7 Estructura 7 
En este caso la estructura es formada por 13 
inclusiones en total: 9 inclusiones con radio de 
dimensiones 2r=λe y otras 4 inclusiones con la mitad 
de este último radio. Las propiedades del medio 
exterior se mantienen, mientras que las del interior son: 
ci=ce/2, ρi =ρe/2 y µi=µe/8, o sea, en esta situación el 
medio exterior posee mayor rigidez y densidad. En la 
Figura 8 se observa el resultado obtenido para el 
campo de la onda debido a las 13 inclusiones. 
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Figura 8: Problema de 13 inclusiones de radios diferentes y 

propiedades invertidas. Radio mayor 2r=λe. 
 
Para este ejemplo se obtuvo en el punto A un valor 
|u|/u0=0.210. En la figura anterior se observa una 
sombra acústica bastante uniforme y atenuada. En esta 
situación se observa cómo la amplitud de los 
desplazamientos es mayor en el interior de las primeras 
inclusiones de mayor radio. Luego las amplitudes 
decrecen progresivamente hasta que en el punto A se 
observa una disminución importante. 

 

6. CONCLUSIONES 

 
Fue utilizado un método Galerkin BEM para la 
solución numérica del problema de esparcimiento de 
ondas bidimensional en un medio sólido homogéneo 
conteniendo inclusiones de material diferente. 
Se demostró la influencia de la longitud de la onda 
cuando es comparable con la dimensión característica 
de la inclusión y la influencia de las propiedades de los 
diferentes materiales. 
La interpretación de los resultados fue realizada en 
términos de la amplitud del desplazamiento de la onda 
después de atravesar las inclusiones diseñadas. 
En estudios futuros se calcularán variables acústicas 
relevantes como, por ejemplo, impedancia acústica, 
presión sonora, pérdida de transmisión acústica (STL, 
Sound Transmission Loss), coeficiente de absorción 
acústica, etcétera. También se estudiará la periodicidad 
y forma óptima de las cavidades/inclusiones para así 
obtener  metamateriales acústicos más eficientes. 
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